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Temat Prawo Hooke’a. Oscylacje harmoniczne.

Zagadnienia prawa dynamiki Newtona, sita spysta, prawo Hooke’a, oscylacje har-
moniczne, okres oscylaciji.

Koncepcja Spezyna obcizana r@Gnymi masami wydtza se — badane jest wydkenie
w funkcji sity obchzajacej. Masa zawieszona na gpmie, wytmcona z
pionowego poteenia rbwnowagi, wykonuje oscylacje harmoniczne resk
oscylacji zaleny jest od rodzaju sgtyny i masy obcjzajace;.

Zadania

A. Wyznaczanie zafmosci pomigdzy wydtwzeniem spgzyny i sita obchzajaca, dla
dwdch r@nych spezyn.

B. Badanie okresu oscylacjiggiarka zawieszonego na gpynie w funkcji masy ob-
ciazajacej dla dwéch rodzajow sgiyn.

Uklad pomiarowy i procedura wykonania

Rys.1.Uktad dewiadczalny badania wydhenia spgzyny i oscylacji harmonicznych.
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W zestawie déwiadczalnym znajduje skomplet odwanikéw 10g+ 200 g, szalka
0 masie 10 g oraz dwiezde spezyny o nastpujacych parametrach:

symbol  Spr. 1 Spr. 2
srednica zwoju speyny: D 31,2 mm 9,0 mm
grubas¢ drutu:  d 0,80 mm 0,60 mm
ilog¢ zwojow: N 42 100
masa sprzyny  me 16,89 5,80
Zadanie A
A.1l. Dla swobodnie wisgej spezyny (bez szalki) odczytujemy za pomgcgkali mi-

A.2.

A.3.

A4,
A5,

A.6.

AT.

A.8.

limetrowej potaenie kaica (dolnego) speyny i rejestrujemy jako warto o

w tabeli (w pozycji obeizenia m =0 - patrz Rys.2 na str.5).

Dla spezyny obchzonej mag m odczytujemy na skali potenie tego samego
konca i rejestrujemy jako wardé | w tabeli. Masa same] szalki wyno%0 g.
Pomiary A.2 powtarzamy dla kolejnych oly@n m wzrastajcych co 20 g.
Wyniki rejestrujemy w tabeli:

Spr. (a) Spr. (b)
m [g] I [mm] | X=1=lg[mm] | | [mm] | X=1-=Ilg [mm]
0 |o: ....... 0 0
20
40
200

Pomiary A.1 i A.3 powtarzamy dla drugiej spmy.
Dla kazdej z badanych sgtyn wykonujemy pomiar wydienia przy obcizeniu
cigzarkiem o nieznanej masie zapisugc wyniki w tabelce:
Spr. () Spr. (b)

[ [mm] | xX=I=lp[mm] | | [mm] | X=1=Ilg [mm]

W ramach opracowania wynikow spaaizamy na podstawie otrzymanych po-
miarOw wykresy zatenosci x(m) wydtuzenia spgzyny w funkcji masy oberza-
jacej — punkty pomiarowe.

Wykorzystujc algorytm obliczeniowy regresji liniowej wyznaczamspot-
czynniki kierunkowe zaleaosci liniowych x(m) i nanosimy te linie proste na
tym samym wykresie. Na podstawie tych wéetavyznaczamy wspoétczynniki
sprezystasci sprezyn k. Niepewng¢ pomiaru wyznaczanych wasm szacuje-
my zgodnie z procedaiopisan w opracowaniu — wzory (7).

Wykorzystujc obliczone wart&ci wspotczynnikdw spizystasci oraz zalenosé
x(m) obliczamy mas nieznanych eizarkéw w oparciu o pomiary w pkt. A.5.
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Zadanie B

B.1. Dla pierwszej z badanych spyn, obchzamy g wybranym odwanikiem m
i odciagamy na niewielk odlegta¢ w dot, a nasfpnie puszczamy tak, aby
otrzyma oscylacje — wzne, aby oscylacje odbywatysiv pionie.

B.2. Dokonujemy pomiaru czadutrwania 20 kolejnych cykli oscylacji, wybiesaj
jako chwik ‘zero’ mierzenia czasu najisize potagenie oscylujcgo odwanika.
Jeden cykl oscylacji (okre$ ), to ods¢p czasu pomidzy dwoma kolejnymi np.
najnizszymi potaeniami.

B.3. Pomiary B.2 powtarzamy dla kolejnych clzen m wzrastajcych co 20 g.
Masa samej szalki wynosiO g. Wyniki rejestrujemy w tabeli:

Spr. (a) Spr. (b)
migl |t=20T [s]| T qs] | T° 4] t=20T[s]| T [s] | T [&]
40
60
200

B.4. Powtarzamy pomiary B.1 i B.3 dla drugiejgyny.

B.5. W ramach opracowania wynikow spgizamy na podstawie otrzymanych po-
miaréw wykresy zalinosci T4(m) kwadratu okresu oscylacji w funkcji masy
obciazajacej — punkty pomiarowe.

B.6. Wykorzystujc algorytm obliczeniowy regres;ji liniowej wyznaczamspot-
czynniki kierunkowe oczekiwanych zatesci liniowych T4(m) i nanosimy te
linie proste na tym samym wykresie. Na podstawed tvart@ci wyznaczamy
wspotczynniki spgzystosci sprezyn k. Niepewnd¢ pomiaru wyznaczanych
wartasci szacujemy zgodnie z procedupisan w opracowaniu — wzory (19).

B.7. Na wykresie przedstawiamy wyniki pomiardly ih) oraz przewidziamteori
zaleznos¢ T(m), obliczory w oparciu o otrzymane z pomiarow parametry uktadu,

B.8. Dla kadej z badanych sgtyn, w oparciu o otrzymarzaleznos¢ T(m) obli-
czory na podstawie pomiarow, wyznaczamyatakas ciczarka obcizajacego,
aby okres jego oscylacji na wybranejgynie wynosit doktadnieT =1 s .

Informacja dodatkowa dla Zadan A i B

Przy wyznaczania (w oparciu o wyniki pomiaréw) figdnych parametréva i b poszukiwanej zal#o-
sci liniowej (regresiji liniowej) oraz odpowiadgaych im estymat odchytestandardowych nima poshay¢
sie funkcija regresji liniowejREGLINP w arkuszu kalkulacyjnym typMS Excel lub innym. Przyktadowo, dla
prostejy = a-x z wymuszonym punkten(0, 0) jest to funkcja REGLINP(znane_Y;znane_X;0;1), nato-
miast dla prostey = a - x + b podobna funkcjaREGLINP(znane_Y;znane_X;1;1) — REGLINP jest funkci
tablicowa, czyli dapca w odpowiedzi tabli¢ wartasci wynikowych.

Odwotanie do wartici parametrow w tablicy wynikow funkcREGLINP mozna zrealizowa za pomog
funkcji INDEKS(tablica;nr_wiersza;nr_kolumny).

Wspotczynniki rozszerzeni, dla r&znych ilasci v stopni swobody oraz poziomu ufieop = 95,45%

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 50 o

k, | 13,97 | 453| 3,31 287 266 252 243 237 232 2283| 2,05 2
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Teoria i wyniki pomiaréw

Wspotczénie formutuje st prawo Hooke’a (XVII w.) w rozszerzonej postaci pbe
mujacej r&zne rodzaje deformaciji sgtystych: poprzecznych, podiaych i sketnych.
Jednake w przypadku pta rozciganego sif zewretrzna F*°"", jego wydhienie
wzgledne opisywane jest prawem naiislzym pierwotnej wersji prawa Hooke’a ("Jakie
wydtuzenie, taka sita” — "Ut tensio, sic vis”):

Fz—Y@d%, 1)

gdzie | jest dlugdcia preta, Al jego bezwzgldnym wydhzeniem, S polem po-
wierzchni przekroju poprzecznego,Fa oznacza si sprzysta, ktora nalezy zréwnowa-
zy¢ sita rozchgajca F*°". Wystpujacy we wzorze (1) symboY oznacza tzw. modut
Younga, ktory jest miarwtasndaci sprezystych materiatu przy deformacjach padiych
podczas rozggania isciskania.

Sprzyna wykonana z pta spezystego zwingtego w ksztatt linisrubowej jest bar-
dziej ztazonym obiektem i prosty rozcigany pet. Wydtuwzenie spgzyny przy jej roz-
ciaganiu oznacza zwkszenie skoku linisrubowej, co waze sk ze skecaniem pgta two-
rzacego zwoje (deformacja sitna). Okazuje sijednak,ze i w tym przypadku wydite-
nie spezyny skutkuje wystpieniem sity spgzystej proporcjonalnej do samego wyzid
nia — tzw. sita sprzysta opisana forma

F.=—-kIx , ()

gdzie x = Al =1 — |y oznacza wydtenie spezyny, lo - dlugagé swobodm, | - diu-
gos¢ sprzyny rozchgnietej, natomiastk oznacza tzw. wspotczynnik spystcsci spk-
zyny. Wspotczynnik ten zatay jest od geometrycznych parametrowespny (Srednica
D, ilos¢ zwojow N), od grubéci d preta tworzcego zwoje oraz od wdeiwosci mate-
riatu preta okrélonych przez tzw. modut sécalnagci G :

G*
= 3
8N [D? ®)
Obcigzenie zawieszonej pionowo gpyny masa m powoduje jej wydtiaenie x

w takim stopniu, aby sita sgptysta spezyny Fs zrownowayta sike grawitacji dziatajca
na mas obchzajaca m (Rys.2), a zatem:

F+F,=0 = -kX+mg=0 , (4)
skad wynika zalenos¢ pomkdzy wydtwzeniem spgzyny a mag obchzajaca:
-9
x==0m , 5
” (5)

gdzie g = 9,811 nis? jest tzw. przyspieszeniem ziemskim gianiem pola grawita-
cyjnego przy powierzchni Ziemi).
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—t 10
Fs X
X
m
Fo
Rys.2.Pomiary wydtdenia x = | — |y sprzyny obchazanej mag m. (nie jest wane

wzgkdem ktorego miejsca zmierzymy w pionie odkagtd i lp , natomiast
musi to by ten sam punkt odniesiepia

Zadanie A polega na sprawdzeniu oczekiwanej zatgci liniowej pomkdzy wydtu-
zeniem spgzyny i Sifa rozchgajaca, co jest rownowane sprawdzeniu zateosci liniowej
pomidzy wydtweniem x a mag obchzajaca m zgodnie ze wzorem (5). Przyktadowe
wyniki pomiaréw zamieszczone zostaly ha wykresis.By

Na podstawie otrzymanych pomiarow (Rys.3)zmebstwierdz, ze spodziewana za-
leznos¢ liniowa dobrze opisuje wyniki eksperymentu. D@nparow z Rys.3 dopasowa-
no linic prosty Y = aX (zgodnie z rownaniem (5), gdzié=x, X=m) najlepiej odpo-
wiadapca otrzymanym wartéciom — wspotczynniki dopasowania oraz oszacowaee ni
pewndci standardowe, jako rowne estymatom odchgi@ndardowych:

sprzyna (a): a=3,181nilkg™, u@)=%=0,014nlkg™, n=8

spezyna (b): a=0,477 mkg™, u@ =S.=0,0057nkg™ n=7
Przyrownanie wspotczynnika kierunkowegodo okrélajacego go wyraenia, wynika-
jacego ze wzoru (5), pozwala na wyznaczenie wspotakgrspezystasci k sprezyny
(do obliczeé przyja¢ nalery wartgici: g = 9,811 nis? , u(g) = 0,010 nis™?):

a=d = k=9 (6)
k a

a talkze na oszacowanie niepewsnbstandardowej oraz rozszerzonej tak obliczonej
wartasci k, zgodnie z formutami:

u(k) =k R/(u(a)j2 J{u(g)jz . UK) =k, [u(k) (7)
a g

gdzie wspotczynnik rozszerzenlq przy poziomie ufnéci p~=95% przyjmuje war-
tosci k, = 2,43 Spr(a) orak, = 2,52 Spr(b), dla liczby stopni swoboay=n—1 .
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Wydtu zenie sprzyny w funkcji masy obciazajacej

Osprzyna (a) Asprzyna (b) ‘

600

500 /
400 /
300 /}
200

/
Y P

0 50 100 150 200

m [g]

X [mm]

Rys.3. Wydtuzenie x sprzyny w zalenosci od masy obarajacej m ,dla dwoch
réznych spezyn.

W wyniku obliczé, dla przytoczonych w przyktadzie pomiaréw, otrzyraanast¢pu-
jace wartdci wspotczynnika sprystosci i 0szacowania niepewbd rozszerzoney:

sprezyna (a) k =(3,084+ 0,034 )Nm™ |

sprezyna (b) k=(20,57+0,63) Nm™ .

Dla porébwnania otrzymanego wyniku z przewidywanysp@iczynnikiem spysto-
sci wynikajacym ze wzoru (3) mana obliczy np. dla spgzyny ( Spr.(a) )¢ przewidziama
teorip wartcs¢. Przyjmugac do obliczé, ze modut skgcalnasci materiatu takiego, jake-
lazo i stal wynosi okotoG = 8,110*° Pa oraz podane parametryegyny, otrzymuije s
wartasé wspétczynnika smeystoici sprzyny réwng k = 3,25 N ™

W pomiarach otrzymanag cizarek o nieznanej masie zawieszony przyktadowo na
sprezynie (a) powodowat jej wyditenie o x = 350 mm zmierzone z niepewioe mak-
symaly Ax =1 mm . W oparciu o wzor (5) oraz oblicagnz wartas¢ wspotczynnika
a wyznaczy mazna mag m cigzarka, otrzymujc wartGeé:

m=(110,0+ 1,3)g

2 2
gdzie niepewnsx rozszerzom oszacowano jakd/(m) =k, - m - \/ (;—xﬁ) + (M)

a

wybierapc wspotczynnik rozszerzenia odpowiedni dla liczbynparéw stateja .
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Zadanie Bwiaze st z badaniem dynamiki ruchu masy zawieszonej na sgiynie
w polu grawitacyjnym. Stan rownowagi zawieszonaggnokréla rownowaga sity gra-
witacji i sity sprzystej (Rys.4):
+F,=0 = -kdl-l,)+mg=0 . (8)

F

Srow

Jest to rownowaga trwata, poniemkezde wychylenie masyn w kierunku piono-
wym z potazenia réwnowagi skutkuje wygiieniem sity wypadkowej przeciwnie skiero-
wanej do tego wychylenia (Rys.4):

F=Fs+F, = F =-kO,-l,)+mg. (9)

Polkczenie wzoréw (8) i (9) pozwala wyréziziatapca na mag m site wypadkowa
w funkcji jej wychyleniax =1y — | z potazenia réwnowagi:

F,=-kl(,-1)=-k[x. (20)
[ ]  ——
lo
|
. . |
I:Sréw
1 +0
P Fs
X <
m <
m

- VX
Fe

Rys.4.0pis potaenia masym odchylonej z potgenia rownowagi ox .

Zgodnie z drugim prawem dynamiki Newtona ruch masypod dziataniem sity
Fx =- k& (wzbr (10)), przy pomirciu sit oporow ruchu oraz zaniedbaniu masyespr
ny, opisany jest rownaniem:

mif X = kx| (11)

dt?
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ktérego rozwazaniem jest funkcja harmoniczna:
X(t) = Alsin@ [t +a) (12)

gdzie A jest amplitud oscylacji, natomiasiy oznacza tzw. fagzpoczatkowa — oby-
dwa parametry ruchu zakeod warunkow pocgkowych. Parametiw, tzw. czstasé
kotowa oscylacji, zaleny jest od whaciwosci uktadu fizycznego i w przypadku masy
oscylupcej pod dziataniem sity sgrystej wyra&a st wzorem:

w= K . (13)
m

Otrzymane rozwizanie (12) oznaczage pod dziataniem sity sgrystej Fy = - ki

masam wykonuje oscylacje harmoniczne o okreSierownym:

T:Z—ZTZZH\/E. (14)
w k

Powyzszy wzor (14) okrdajacy zalenos¢ okresu oscylacji od zawieszonej masy
oraz wspotczynnika sptystasci k otrzymany zostat bez uwzginienia masyms samej
sprzyny, ktéra bierze jednak udziat w ruchu. Probagiadnienia w sposob przykbhny
masy ms oscylupcej spezyny mazliwa jest przez wprowadzenie poprawki we wzorze
(14) sprowadzafpej go do postaci:

T= 271‘/% , (15)

gdzie tzw. masa efektywna spyny mes, przy zatgeniu m> ms, daje st teore-
tycznie oszacowgjako:

My =%. (16)

Ze wzoru (15) wynikaze dla okrélonej spezyny kwadrat okresu oscylacji ? po-
winien zmieni& si¢ liniowo wraz z mag m obchzajaca sprzyng, tzn.:

_AT L AT Iy
k k

TZ

=zalin+b . a7

Przyktadowe wyniki pomiarow okresu oscylacji dlamgch mas zamieszczono na
wykresie Rys.5. Regresja liniowa dopasowania pjogt aX/+ b dla zalenosci po-
miedzy kwadratem okresT?> a mas m dla danych pomiarowych sgyny Spr.(a)
prowadzi do wspétczynnikbw dopasowania oraz oszaogeh niepewrkei standardo-
wych, jako rownych estymatom odchfylstandardowych:

a=12,65<kg ™ , u@=%=0,12 kg™ ; n==8;
b=0,100¢ , ub)=$=0,012¢ .
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Zaleznosé kwadratu okresu oscylacjiT2 od masy m

T2=12,65m+0,1

15 t

e

05

/

0 0,05 0,1 0,15

m [kg]

0,2

Rys.5. Kwadrat okresu oscylacjT ? w zaleznosci od masy obaizajacej m dla spe-

zyny (a).

Przyrownanie wspotczynnikéva i b do okrdlajacych je wyraen, wynikajcych ze
wzoru (17), pozwala na wyznaczenie wspotczynnikazygtasci k sprzyny oraz masy
efektywnej mer poprzez obliczenie:

AT

a=——
k

k:ﬁ b:m
a k

b

= My =—

a

(18)

a take na oszacowanie niepevwsnbstandardowej oraz rozszerzonej tak obliczonych
wartasci k oraz mer, zgodnie z formutami:

u(k):kéﬁ—a)

U(K) =k, [u(k)

A

U(Myy) = My q/(u(a)) +(“(bb)j U (M) =k, [u(m,,)

(19)

gdzie wspotczynnik rozszerzenlq przy poziomie ufnéci p~95% przyjmuje war-
tos¢ k, = 2,52 Spr(a), dla liczby stopni swobodyn—2 =6 w tym przyktadzie.

Wyniki obliczea dla przyktadowych danych pomiarowych (@pma (a)) oraz osza-
cowania niepewrkei rozszerzonejgsnastpujace:

k=(3,121+ 0,075 ) Nth " ,

Mt =(7,9t24)q ,
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Okres oscylacjiT w funkcji masym

1,60

1,40 -

1,20 -

1,00 -

T [s]

0,80 -

0,60 -

0,40 -

0,20 A

0,00 . :
0 0,05 0,1 0,15 0,2
m [kg]

Rys.6.Wykres funkcji T(m) danej réwnaniem (15) oraz punkty pomiarowe gla-s

zyny (@) — funkcjaT(m) dana wzorem (15) bazuje na wadiach k oraz
Mg Obliczonych na podstawie pomiaréw.

Na wykresie Rys.6 wykétone g punkty pomiarowe okresii oraz dana réwnaniem
(15) funkcja T(m) opisupca zalenos¢ okresu od masy — funkcja ta obliczana jest dla
wartaici k= 3,121 N-m" oraz me = 0,0079 kg. Jak to jest widoczne z wykresu,
otrzymane na podstawie modelu matematycznego pamafieyczne uktadu pozwalaj
na dobry opis otrzymanych w pomiarach wéct@kresu oscylacji.

Masa c¢zarka, dla ktérego sgtyna (Spr. (a)) wykonywabedzie oscylacje o okresie
T=1s, obliczona na podstawie wzoru (17), przyrsch wartéciach a i b, wynosi:

mg= (712 £ 17)g

2 2
gdzie niepewnsx rozszerzom oszacowano jakd(mys) =k, - \/(@) + (m1S . %)

wybierapc wspotczynnik rozszerzenia odpowiedni dla liczbyngaréw statycha, b .
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