Opracowanie wynikow pomiarow

Praca w laboratorium fizycznym polega na wykongmmiarow, ich interpretacji i
wyciagniciem wnioskow. Aby dég do wiaciwych wnioskow nalgy szczegéla uwag
Zwrocik na poprawn& wykonania pomiarow i minimalizacji &doéw pomiarowych. Bardzo
waznym elementem pracy w laboratorium jest prezentagyaikdéw i ich interpretacja.
Przedstawienie uzyskanych rezultatow przégiey i zgodnie z ogolnie przytymi zasadami
utatwia prawidtowy interpretac wynikdéw pomiarowych.

Najczstszym zadaniem stgym przed studentem wykongym pomiary jest faktze wynik
pomiaru na ogot nie pokrywaest jej wart@cia mierzorn. Przyczyny tego faktu magoyc
rézne i r&nie st mog one objawid Jdli wyniki pomiarbw wykazuj systematyczne
przesungcie w stosunku do warkoi rzeczywistej lub odznaczajsic niepowtarzalnécia
przekraczajca znacznie doktadrsé przyrzdéw pomiarowych, wéwczas méwimge s one
obarczone kidami pomiarowymi. Méwimy o kHach systematycznych i przypadkowych
(gruby, pomytka). Oczywcie maemy je, jéli nie wyeliminowa to zminimalizowa i
mozemy to zrobé poprzez:

1. Uzycie wiaciwie dziatajcych przyraddéw pomiarowych.

2. Poprawne przeprowadzenie pomiarow.

3. Stosowanie poprawek matematycznych do wzoroybfizonych.
4. Usungcie z serii pomiarowej wyniku obarczoneged#m grubym.

Eliminacja zrodet bkddéw opisanych powiej niestety nie prowadzi do wynikow
jednoznacznie pokrywagych s¢ z rzeczywistécia. Kazdy pomiar jest obchzony
niepewnacia pomiarows.

Rozr&niamy:
- niepewné¢ przypadkowe (lald przypadkowy, losowy)
- niepewndci systematyczne.

W seriach pomiarowych otrzymujemy ,rozrzut” wynikpwwiadczy to o dominacii
niepewndci przypadkowychZrédiem takich bidow jest sama wielléé mierzona jak i sam
eksperymentator.



PREZENTACJA REZULTATOW

Wyznaczon wielkos¢ fizyczmg prezentujemy z odpowiednia doktadom wraz z
przedzialem niepewnoi wyniktej ze stosowanej metodyzydych przyradow pomiarowych
czy tez wkasnaci obiektu mierzonego.

Wyniki pomiarow podajemy wraz z niepewiety bezwzgédna i wzgledna.

Bezwzgkdna niepewn& pomiarowy Ay okresla, o ile wynik pomiary moze r&nic si od

rzeczywistej wartéci y,

Y= Yol £ By
Poniewa wartci¢ rzeczywista zawarta jest &y wynik nasz zapisujemy:

Yo = yZAy.
Niepewnd¢ wzgledna okreslamy jako stosunek niepew§m bezwzgédne) do wartéci
wyniku i wyrazamy w procentach

Ny, . = Y 100
wzgl. y

Wskazane jest by prezerdajwyniki przedstawié@ btad bezwzgtdny i wzgkdny.
Koncowe wyniki nalezy podawat we wiaciwych jednostkach i z wigciwa precyzja.

O precyzji zapisu wynikdwiadczy ilcé¢ zawartych w niej cyfr znageych (1...9), zero jest
znacace tylko w przypadku, gdy znajdupic miedzy dwiema cyframi lub na dowolnym
miejscu po cyfrze niefglacej zerem, ale zawartej w liczbie z przecinkiemQ(3@a@zemy
zapisa jako 3 * 1 — jedno miejsce znagze, chac zaznacz§ trzy miejsca znacze
zapiszemy jako 3,00 * £p

Niepewndci pomiarowe prezentujemy z doktadnécia co najwyzej do dwdch miejsc
znaczcych.

Wynik pomiaru zaokr aglamy zawsze do takiej samej liczby miejsc znagzych z jaka
podajemy niepewndé pomiarows.

Przyktad: temperatura — (293 +/- 1)KT ;g = 0,3%

Zasady sporadzania wykresow.

Wykresy odzwierciedlaj przeprowadzone pomiary informagj o zwazkach funkcyjnych, a

takze o bkdach pomiarowych. Przygotowaaj wykres naley zwrécé uwag na ponisze

wyszczegolnienie:

1. Wartgci zmiennej niezalmej powinny by odkladane na osi poziomej X. Obie osie
powinny by oznaczone symbolem lub nagvemiennej wraz z nazwa lub symbolem
jednostki w jakiej jest ona wytana.

2. Skale obu osi powinny bytak dobrane, aby krzywa wykresu przebiegataliwe przez
cak jego powierzchri. Oznacza toze nie musz one zaczynasig od zera, tylko od
wartasci nieco mniejszej od najmniejszej zmierzonej waitoPodziatki skali powinny by
wyraznie zaznaczone i tak dobrane, aby ulmoaty tatwe odczytanie jakiegokolwiek
punktu na wykresie.

3. Punkty déwiadczalne powinny hiyprzedstawione w taki sposob, aby byty widocznédaa
przeprowadzonej krzywej. Wielké zaznaczonego punktu (prositkkrzyzyk) powinna
odpowiadé wartasci niepewndci.



4. Na wykresie naley zaznaczy niepewndci pomiarowe reprezentowane przez
poszczegolne punkty. detylko jedna wielk@¢ jest obarczona niepewwa, np. zmienna
zalena Y, to zaznaczamy to piongvkresky o diugdci 2Ay, ktérej srodek przypada w
danym punkcie. W przypadku, gdy obie zmienne olmarez 8 niepewndciami
pomiarowymi, zaznaczamy to w postaci kiglka o ramionach &x i 2Ay, na przegiciu
ktorych znajduje sipunkt reprezentagy dany pomiar.

5. Prowadzc krzywa, mapca okreli¢ charakter przebiegu punktowadadczalnych, naley
przede wszystkim zwréei uwag na wielkgci niepewnéci pomiarowych. Punkty
wytyczapce krzyws nie musza na niej lee¢, a powinny by raczej réwnomiernie
rozmieszczone powgj i ponizej krzywej. Naley jednak dbé o to, by krzywa migcita sk
w granicach zaznaczonych niepeweiggomiarowych.

6. Wykres tworzymy rysag lini¢ ktéra nie powinna mieostrych zalamai przebiega jak
najblizej punktéw pomiarowych.

Metody obliczen bteddw:

W zaleznosci od sposobu pomiaru wielkai mierzonej obliczenia biéw dzielimy na dwie
grupy: bezpéredni pomiar wielkéci fizycznej, np. wysok& krzesta — pomiary
bezparednie, pomiary na podstawie ktérych wyliczamy poszukiwavielkos¢ — pomiary
posrednie.

Btad bezpdredni:

Wart¢ rzeczywisi X, najlepiej przyblia wart@é srednia arytmetyczna;< (wartas¢
oczekiwana)

o - okrela rozrzut wynikéw wokot warti rzeczywistej ¥ przyblizamy wielkGcia ox
liczoma na podstawie wzoru

Poniewa nie znamy jednak warfoi rzeczywistej ¥, a jedynie jej oszacowanie przeéedni
arytmetyczi , postieymy sk zatem wzorem

S - i=1

* n-1
Tak zdefiniowana niepewd8é6 pomiarowa nosi nazyw odchylenia standardowego
pojedynczego pomiaru; stosuje¢ srowniez nazwe sredniego hddu kwadratowego.
Wykonujac pomiary istotna jest rozlieos¢ miedzy wartgciami % i X. Wielkoscia
oceniajca te rozbieznos¢ jest odchylenie standardow&edniej, nosace réwnie nazwe
sredniego bidu kwadratowegéredniej, zdefiniowane wzorem.



Btad z pomiarow pasrednich:

Chac wyznaczy niepewndé systematycznwielkosci Y = f(X1, Xo,...Xn), musimy obliczy
zmiarg AY tej funkcji spowodowas zmianami jej argumentow Ax:, AX.,..., A, ktére to
wielkosci sa niepewndciami systematycznymi mierzonych begganio wielkgci Xi,x,...,%.
Wyznaczana wielk@& Y = f(x) jest funkcy tylko jednej zmiennej x obarczonej niepe\iria
pomiarowg +/-Ax. Chcemy obliczy zmiarg +/-AY funkcji f(x) przy zmianie jej argumentu o
+/-AX.

Y £AY = f(x+ Ax)
Stosujic rozwinkcie Taylora

2
0 pys 37T (a2 .
dx dx

Y £AY = f(x)+
Poniewa Y = f(x) otrzymujemy

Ay = 91 ay

dx

gdzie zaniedbalimy wyrazy w ktérychAx wystkpuje w wyzszych potgach.
Uogdlniapc ten przypadek na funkcgmiennych Y = f(x,X2,...,%) i postpujac w ten sam
sposob jak w przypadku funkcji jednej zmiennejzgtnujemy
of of

0X, 0X,
Wystepujace we wzorze symbole nazywamy pochodnymstikwymi. Oblicza si je w taki
sam sposoéb jak zwykle pochodne funkcji jednej zmégrprzy zatéeniu, ze zmieni jest
tylko x1, a pozostate zmienne wielkosciami statymi.

Powyzsze wyraenie przypomina rniczke zupetr, dlatego czsto ten sposéb obliczania
niepewndci nazywamymetoda rozniczki zupetnej. W rzeczywistéci rozni sig ono od
rozniczki zupetnej wysfpowaniem we wzorze bezwzdhych wartéci pochodnych
czastkowych i przyrostéw zmiennych

Omawiane metody obliczania niepewoio wielkosci ztozonych stosowane as gdy
niepewndci systematyczne pomiarow bezpednich § znacznie wiksze od niepewrsgi
przypadkowych. Zaktadamy przy tym najbardziej nigstra z punktu widzenia
eksperymentatora sytuacjw ktérej niepewngci pomiaréw bezpoednich nie kompensal
sie nawzajem. Dlatego w ten spos6b wyznaczamaksymalne systematyczne niepewsoi
pomiarowe, nosace rowniez nazwe btedow maksymalnych.

AY = AX + AX, +...
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GRAFICZNE OPRACOWANIE WYNIKOW POMIAROW

METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

Kiedy wykonujemy sed pomiarow wielkdci y w zalenosci od innej wielkdci x
otrzymupc wyniki (X1,y1),...,(0%Yn) | przewidujemyze y i X & zwiazane liniowo, to
interesuje nas znalezienie takiej linii prostej \x + B ktdra jest najlepiej dopasowana
do wynikow pomiarow. Jest to rownosee znalezieniu najlepszego przykeinia statych
A'i| B opartego na otrzymanych wynikachsldewie zmienne y i X $ powiazane relag
liniowa postaci:

y = Ax+B (2)

to wykres tej zalenosci jest prost o nachyleniu A, przecingga o y w punkciey =B a
0$ X W punkciex, =—-B/A. Jeda z metod dopasowania takiej prostej jest zastosi@van

metody najwekszego prawdopodohistwa. W przypadku normalnego rozkiadu
wynikow pomiaréw metoda ta sprowadza do tzw. metody najmniejszych kwadratow.

Zarobwno wyniki pomiaréw X jak i ybarczone g pewnymi bédami ale dla uproszczenia
dyskusji zaktadamye bkdy wielkosci x sa zaniedbywalnie mate. Zaktadamie wyniki
pomiaréw wielkdci y podlegai rozkladowi normalnemu (Gaussa) wokoét swojej
prawdziwej wartéci, a losowy rozrzut zmiennej y opisany jest odehygm
standardowyno, . Tak wic prawdopodobigstwo otrzymania zmierzonej wasto y; jest

proporcjonalne do wiellsi:

P D e o @

y

gdzie indeksy A i B wskazalj ze prawdopodobiestwo to zaley od wartdci nieznanych
parametréw A i B. Prawdopodoligtwo otrzymania zbioru wynikowiy yo,...,\  jest
réwne iloczynowi tych prawdopodolsistw

1 _.
Pas(Y1,-- W) = Pag(y1)...Pap(yn) O —€™* 2, (3)

gy

gdzie x?okreslone jest wzorem:

A)i_B) (@)

gy

Xzzz(Yi_

Prawdopodobigstwo to jest najwiksze kiedy y?jest najmniejsze. Aby znalé wartcci
A i B, rézniczkujemy x? wzgledem tych parametrow i przyrownujemy otrzymane
pochodne do zera:



X - (2153 (3, - Ax ~8) =0 (5)
X = (2003 X (Y - AX ~B) =0 ©

Roéwnania te mana napisaw postaci uktadu rowriana parametry A i B:

AY x +BN=>y,

(7)
Bz X + AZ X’ = Z XY, (8)
Rozwigzanie tych rbwnadaje nam najlepsze, w sensie metody najmniejszych
kwadratow, przyblienie statych A B:
A= N(inyi)z_ (ZXI)(ZZZM) 9)
N(zxi )_(zxi)
(Z Xiz)(z Yi )~ (Z X; )(Z % Yi )
B= 10
N(inz)_(zxi)z (10

Majac wyznaczone state A i B moa, korzystajc z prawa propagacji &dow [1], okreli¢
btedy wyznaczenia statych A i BX,,0) oraz byd wyznaczeniag( ,). Wynosz one

odpowiednio:

5 No?

N > 5 11
TRINE ) - (3 %) °
02 _ Jzzxiz

"TNOIx) -0 x)? 21

gdzie o? =ﬁ2(yi -Ax -B)?

(13)
oraz

&, =|xo|\/(0;j +(%j (14)

W ten sposob stosig meto&d najmniejszych kwadratow mipa wyznacz§ zarowno
wartasci parametrow szukanej prostej y = Ax+B , jak i ltdy.




PRZYKLAD: Wyznaczanie temperatury zera bezwzg¢dnego.

J&li gaz idealny umigcimy w naczyniu o statej oftjpsci, to jego temperatura T jest
liniowa funkcja cisnienia P ( przemiana izochoryczna),

T=AP+B (14)
gdzie:
A — stala zakma od masy i objosci gazu.
B — temperatura zera bezwgglego, mierzona fC.

Zbior pieciu wynikdw pomiarow przedstawia pasia tabela:

Numer pomiard Cisnienie | Temperaturail| AP+ B
| P (mm Hg) (’C)
1 65 -20 -22.2
2 75 17 14,9
3 85 42 52,0
4 95 94 89,1
5 105 127 126,2

Zaktadajc, ze punkty pomiarowe powinny ukiaglaie na prostej postadi = AP+ B
nalezy skorzysté ze wzordéw (9) i (10) zagbujac jedynie xprzez Riy; przez T.

NQ PT)-Q.P)Q.T)
A= =371
N R - R)?

g ZPIQTI=QRIQRT) _ o0
NGCRH)-(R)

W ten sposob otrzymalny najlepsze ( wedlug metody najmniejszych kwadvato
przyblizenie temperatury zera bezwagjhego B = - 26%C. Znajc stale A i B, mana
nastpnie obliczy wartaci AP, + B, temperatury ,oczekiwane]” na podstawie
najlepszego dopasowania wynikow pgost = AP + B. Wyniki tego rachunku
przedstawione gsw ostatniej kolumnie tabeli. Mma teraz oblicz§ roznice medzy
liczbami w ostatnich dwéch kolumnach tabeli i ziale

ot = ¥ (T - AR-B)’

co daje odchylenie standardowe=6 °C. Korzystajc ze wzoru (11) mina teraz
obliczy¢
bhd wyznaczenia B

2 _ 0'1? (z P|2) - 331(0C)2

NP - R)




std o, =18 °C . Wyniki powyzsze staj sic bardziej czytelne jeeli naniesie si
je na wykres.
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Aby znale¢ wartags¢ zera bezwzghinego, prost przediizono poza wszystkie punkty

pomiarowe, ado przecicia z osi T. Zatem ostateczny wynik wynoBi = —-263+18°C,
CO zgadza si z wartdcia tablicowa —273cC.
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